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Hodograph (15 points).

In curvilinear motion of a planet around a star, the direction of the velocity vector changes continuously.
This can be represented by a so-called "trajectory in velocity space" and is obtained as follows: for each
point on the spatial trajectory, the corresponding velocity vector is drawn so that its starting point is at
the origin of the velocity space, and its magnitude and direction is the same as the velocity vector at that
point. The tip of this variable velocity vector generates a curve in velocity space. (The name 'hodograph'
was given to this curve by Hamilton in 1846.)

As an example, see figures 1 and 2 below. For a circular orbit (Figure 1), the magnitude of the velocity is
constant and therefore, the hodograph (Figure 2) of the velocity vector for Keplerian circular motion is
also a circle, the center of which is located at the origin of the velocity space. The radius of this circle is
equal to the constant magnitude of the circular velocity.

Fig. 1 Spatial trajectory of the Planet with Uniform Circular Motion around the star.

Fig. 2 Corresponding hodograph
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12.1 Write an expression for the radius of the hodograph in Fig. 2, as a function of
the mass 𝑀 of the star, and the radius 𝑅 of the circular orbit of the planet's
motion.

1.0pt

12.2 For a planet in a Keplerian trajectory, write the expression for centripetal ac-
celeration vector ( ⃗𝑎) and the magnitude of angular momentum (𝐿). For any
Keplerian trajectory, it is true that

∣ Δ𝑣 ∣= 𝑘Δ𝜃 (1)

Where 𝑘 is a constant for each type of Keplerian trajectory. Find the expression
for the constant 𝑘 as a function of the masses 𝑀 and 𝑚 of the star and the
planet, respectively, and the angular momentum, 𝐿.
(Eq.1) allows us to conclude that for any Keplerian trajectory, the hodograph
(𝑣 𝑎𝑠 𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝜃) is a circle, but except for circular motion, the centre of
the hodograph does not coincide with the star. It is not necessary to prove
this result, you may simply accept it as a given. For the hodograph of uniform
circular motion, the compliance with (eq.1) is completely obvious, as evidenced
in Fig. 3

Fig. 3

4.0pt

12.3 Determine the expression of the constant 𝑘 for the hodograph of circular plan-
etary motion.

2.0pt
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12.4 Given that the hodograph of the Keplerian ellipticalmotion is a circle, determine
the radius of this hodograph and the distance between the center of the hodo-
graph and the position of the star, as a function of the velocities at periastron
and apoastron. Draw a rough sketch of the hodograph in the answer sheet as
per the schematic shown in Fig. 4. The black circle is the star.

Fig. 4

4.0pt

12.5 Similarly, for the parabolic Keplerian trajectory, determine the radius of the cor-
responding hodograph and the distance from the center of that hodograph cir-
cle to the star. Express the radius as a function of the velocity at periastron.
Draw a rough sketch of the hodograph circle in the answer sheet.

4.0pt
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Ходограф (15 точки).

При криволинейното движение на една планета около звезда, посоката на вектора на скоростта
непрекснато се променя. Това може да представено чрез така наречената ”траектория в прост-
ранството на скоростите”. Тя се получава по следния начин: за всяка точка от пространствената
траектория се рисува съответният вектор на скоростта така, че началото му се намира в начал-
ната точка на пространството на скоростите, а големината и посоката на вектора е същата, както
и на вектора на скоростта за съответната точка. Краят на вектора на скоростта описва крива в
пространството на скоростите. (Названието на тази крива ”ходограф” е било дадено през 1846 г.
от Уилиям Хамилтън.)

Като пример вижте фигурите 1 и 2 по-долу. За кръгова орбита (Фигура 1), големината на скоростта
е константа и следователно ходографът (Фигура 2) на вектора на скоростта също е окръжност,
центърът на която е в началната точка на пространството на скоростите. Радиусът на този кръг е
равен на постоянната големина на кръговата скорост.

Фиг. 1 Пространствена траектория на планета с постоянна кръгова скорост около една
звезда.
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Фиг. 2. Ходографът на скоростта на планетата.

12.1 Напишете израз за радиуса на ходографа на Фиг.2. като функция на масата
𝑀 на звездата и на радиуса 𝑅 на кръговата орбита на планетата.

1.0pt
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12.2 За планета с кеплерова орбита напишете израз за центростремителното
ускорение ( ⃗𝑎) и за големината на момента на импулса (𝐿). За всяка кепле-
рова орбита е изпълнено

∣ Δ𝑣 ∣= 𝑘Δ𝜃 (1)

Където 𝑘 е константа за всеки тип кеплерова орбита. Напишете израз за
константата 𝑘 като функция на масата на звездата 𝑀 , планетата 𝑚 и на
момента на импулса, 𝐿.
Уравнението (Eq.1) ни позволява да заключим, че за всяка кеплерова ор-
бита ходографът (𝑣 𝑎𝑠 𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝜃) е окръжност, но, с изключение на слу-
чая на кръгово движение, центърът на ходографане съвпада със звездата.
Не е необходимо да доказвате този резултат. Може просто да го приемете
за даденост. За случая на равномерно кръгово движение съответствието,
предвид уравнение (eq.1) е съвършенно очевидно, което се потвърждава
от Фиг. 3.

Фиг. 3

4.0pt

12.3 Напишете израз за константата 𝑘 за ходографа на движение по кръгова
орбита.

2.0pt
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12.4 Имайки предвид, че ходографът на движението по елиптична кеплерова
орбита е кръг, определете радиуса на този ходографи разстояниетомежду
центъра на ходографа и положението на звездата като функция на скорос-
тите в периастър и апоастър. Нарисувайте примерна схема на ходографа
на листа за отговори съгласно схемата, показана наФиг. 4. Черното кръгче
на схемата е звездата.

Фиг. 4

4.0pt

12.5 Аналогично определете радиуса на ходографа на кеплерова параболична
орбита, както и разстоянието от центъра на окръжността на ходографа до
звездата. Изразете радиуса като функция на скоростта в периастъра на ор-
битата. Нарисувайте на листа за отговори приблизителна схема на окръж-
ността на ходографа.

4.0pt
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12.1 (1.0 pt)
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12.5 (4.0 pt)
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